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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΘΔΤΙΚΗΣ ΚΑΙ ΤΔΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΔΥΘΥΝΣΗΣ 

3ο ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ – ΔΝΔΔΙΚΤΙΚΔΣ ΑΠΑΝΤΗΣΔΙΣ (Κεφάλαιο 1, 2, 3) 

 

 

ΘΔΜΑ Α 

1. (i) Βλέπε ρυξλικό βιβλίξ «Μαθημαςικά θεςικήπ και ςευμξλξγικήπ καςεύθσμρηπ», 

ρελίδα 229  

 

(ii) Βλέπε ρυξλικό βιβλίξ «Μαθημαςικά θεςικήπ και ςευμξλξγικήπ καςεύθσμρηπ», 

ρελίδα 234  

 

2.  Βλέπε ρυξλικό βιβλίξ «Μαθημαςικά θεςικήπ και ςευμξλξγικήπ  καςεύθσμρηπ», ρελίδα 

222. 

 

3. α) ΛΑΘΟ 

 

β) ΛΑΘΟ  

 

γ) ΛΑΘΟ 

 

δ) ΩΣΟ 

 

ε) ΛΑΘΟ 

 

 

ΘΔΜΑ Β 

1. Η γοατική παοάρςαρη ςηπ ρσμάοςηρηπ απξςελείςαι από ςξ ςμήμα ςηπ γοατικήπ 

παοάρςαρηπ ςηπ ln x  με x 1  και ςξ ρσμμεςοικό ωπ ποξπ ςξμ άνξμα x x  ςμήμα ςηπ 

γοατικήπ παοάρςαρηπ ςηπ ln x , 0 x 1  πξσ βοίρκεςαι κάςω από ασςόμ. (Βλέπε 

ρυξλικό βιβλίξ ρελ.136). Η fC  ταίμεςαι ρςξ παοακάςω ρυήμα. 
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Η ρσμάοςηρη γοάτεςαι 
lnx ,   x 1

f x =
-lnx ,  0<x<1

  

και έυει παοάγωγξ 

1
   ,   x>1

x
f (x)=

-1
  ,  0<x<1

x

  

 

 Για x 1 έυξσμε: 

0

0

+ + +DLHx 1 x 1 x 1

1
f x -f 1 lnx-0 xlim = lim =  lim =1

x-1 x-1 1
 

 

0

0

- - -DLHx 1 x 1 x 1

1
-f x -f 1 -lnx-0 xlim = lim =  lim = -1

x-1 x-1 1
 

 

Άοα η ρσμάοςηρη f  δεμ είμαι παοαγωγίριμη ρςξ 1. 

 

2. Λύμξσμε ςα ρσρςήμαςα: 
y ln x

, x 1
y

 και 
y ln x

, 0 x 1
y
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y ln x

ln x x e
y

 Άοα A(e , )  

 

 

-1y= - lnx y=lnx

y= y=

1 1 1
ln x e x x

e
 

 

Άοα 
1 -Β , = e ,
e

. Δπξμέμωπ 1 2

1
x x =e =1

e
 

 

3. 

 Η ενίρωρη εταπςξμέμηπ ςηπ fC  ρςξ Α είμαι: 

: ( )
1 -y-f(e )=f (e )(x-e ) y- = x-e y=e x-1+
e

 

 

 Η ενίρωρη εταπςξμέμηπ ςηπ fC  ρςξ Β είμαι: 

- - -: y-f e =f e x-e (επειδή e 1) 

-1 -y- = x-e y= - e x+1+-e
 

Και επειδή 1 2 e e 1 είμαι . 

 

4. Βοίρκξσμε ςα ρημεία ςξμήπ ςηπ  με ςξσπ άνξμεπ. Έυξσμε για x=0 ,   y=1+  και  

 για y 0 , 
1

x
e

. Άοα η  ςέμμει ςξμ άνξμα x x  ρςξ ρημείξ 
1

e
M , 0  και  

ςξμ άνξμα y y  ρςξ N(0,1 ) , 0 . 

 

Σξ εμβαδόμ ςξσ ςοιγώμξσ ΟΜΝ είμαι: 

21 1 1 (1 )
E (OM)(ON) (1 )

2 2 e 2e
, α 0 . 
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Θεωοξύμε ςη ρσμάοςηρη: 

2

x

1+x
g x = ,  x>0.

2e
 

Δίμαι 

2 2x x 2

2x x x

2 1+x 2e -2e 1+x 2 1+x - 1+x 1-x
g x = g x = =

4e 2e 2e
. 

 

 

 

Δπξμέμωπ ςξ εμβαδόμ ςξσ ςοιγώμξσ ΟΜΝ μεγιρςξπξιείςαι για 1. 

Για 1 η  γίμεςαι: 
-1y=e x , άοα διέουεςαι από ςημ αουή ςωμ ανόμωμ. 

 

 

ΘΔΜΑ Γ 

1.  α) Η ρσμάοςηρη f  είμαι γμηρίωπ μξμόςξμη ρςξ 1, 2  με f (1) f (2) , επξμέμωπ είμαι 

γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ 1, 2 . Δπειδή η ρσμάοςηρη f  είμαι και ρσμευήπ ρςξ κλειρςό 

διάρςημα 1, 2 , ρσμπεοαίμξσμε όςι ςξ ρύμξλξ ςιμώμ ςηπ είμαι ςξ διάρςημα 

[f 1 ,f 2 1,1]. 

 

β) Ιρυύει: z 2i z z (0 2i) z (0 0i) . Δπξμέμωπ ξι εικόμεπ ςξσ 

μιγαδικξύ z + i, ,  αμήκξσμ ρςη μερξκάθεςξ ςξσ εσθύγοαμμξσ ςμήμαςξπ 

με άκοα Α(0,2) και Ο(0,0), δηλαδή ρςημ εσθεία y 1, πξσ ρημαίμει όςι Im(z) 1. 

 

γ) Δπειδή Im(z) 1, έυξσμε z i , άοα z 0 , ξπόςε ξοίζεςαι ξ w  για κάθε 

. Δπξμέμωπ 

2 2 21 i1
w z ( i) ( i)

z i ( i)( i)
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2 2

2 2 2

i 1
2 i 1 1 2 i

1 1 1
   

2

1
w 2 0

1

32 2 1 0  (1) 

Αοκεί μα απξδείνξσμε όςι η ενίρωρη (1) έυει μια ακοιβώπ οίζα ωπ ποξπ  ρςξ , 

ατξύ 

Re(z)   

Θεωοξύμε ςη ρσμάοςηρη  
3g( ) 2 2 1, . 

ςξ διάρςημα 2,0  για ςη g  ιρυύξσμ: 

 Eίμαι ρσμευήπ ρςξ 2,0  ωπ πξλσωμσμική και 

 g(0) g( 2) 0  

Δπξμέμωπ, ρύμτωμα με ςξ θεώοημα Bolzano η ενίρωρη g 0  θα έυει μία 

ςξσλάυιρςξμ λύρη ρςξ 2,0 . Δπειδή 
2g ( ) 6 2 0  για κάθε , η 

ρσμάοςηρη g  είμαι γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ ατξύ είμαι ρσμευήπ και g ( )>0  για κάθε 

. Ασςό ρημαίμει όςι η ενίρωρη g 0  έυει μξμαδική λύρη ρςξ . Άοα 

σπάουει ακοιβώπ μια ςιμή ςξσ Re(z)  ςέςξια, ώρςε ξ αοιθμόπ 
2w z

1
z  μα είμαι 

ποαγμαςικόπ. 

 

2.  α) Δίμαι 
2 2z 1. 

Θεωοξύμε ςη ρσμάοςηρη 
2h(x) x 1, η ξπξία είμαι ρσμευήπ ρςξ  ωπ 

πξλσωμσμική. 

Σξ πεδίξ ξοιρμξύ ςηπ ρσμάοςηρηπ of h  είμαι: 

1

2A x : h(x) [1,2] x : 1 h(x) 2 x : 1 x 1 2     

2x : 0 x 1 x : 0 1 x : 1 x 1 1, 1x    . 

 

β) Η ρσμάοςηρηπ of h  είμαι ρσμευήπ ρςξ διάρςημα 1, 1  ωπ ρύμθερη ρσμευώμ.  

Έρςω 1 2x ,x 0 , 1  με 1 2x x , ςόςε έυξσμε: 

f . .
2 2 2 2

1 2 1 2 1 2x x x x h(x ) h(x )    
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1 2 1 2f h(x ) f h(x ) f h (x ) f h (x )  

Άοα η ρσμάοςηρη f h  είμαι γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ διάρςημα 0 , 1  

Δπξμέμωπ ιρυύει: 

o o o0 x 1 (f h)(0) (f h)(x) (f h)(1)  

f h(0) f h(x) f h(1) f (1) f h(x) f (2)  

1 (x) 1 , για κάθε x 0 , 1  

Άοα 1 ( ) 1, για κάθε [0,1] . 

 

 

ΘΔΜΑ Δ 

1.  α) Για κάθε x 0 , +  έυξσμε x x = x + f xf ΄  

2

xf x f x f x f x1
ln x ln x c f x x ln x cx

x x x x
 

Δίμαι f 1 1,  ξπόςε f 1 ln1 c c 1.  Άοα f x x ln x x,  x 0  

 

β) Δπειδή η f  είμαι ρσμευήπ ρςξ 0 έυξσμε 

x 0 x 0 x 0

ln x 1
f 0 lim f x lim x ln x x lim

1

x

. Όμωπ 
x 0
lim lnx 1  και

x 0

1
lim

x
, επξμέμωπ εταομόζξσμε καμόμα De L’ Ηopital και έυξσμε: 

x 0 x 0 x 0 x 0

ln x 1ln x 1
f 0 lim f x lim x ln x x lim lim

1
1

x
x

 

2

x 0 x 0

1

xlim lim ( x) 0
1

x

 

Άοα f 0 0 . 
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γ) Δίμαι 
+ + + +x 0 x 0 x 0 x 0

f(x)-f(0) xlnx+x x(lnx+1)
lim lim lim lim (ln x 1)

x x x
. 

Άοα η f  δεμ είμαι παοαγωγίριμη ρςξ 0. 

 

 

2. Για κάθε x 0 ,  είμαι f x ln x 2 . 

Δίμαι 
2

2

1
f x 0 ln x 2 0 ln x 2 x e x

e
 

2

2

1
f x 0 ln x 2 0 ln x 2 x e x

e
 

 

Ο πίμακαπ μεςαβξλώμ ςηπ f  είμαι 

 

 

Η f  είμαι γμηρίωπ τθίμξσρα ρςξ διάρςημα 
2

1
0 ,

e
, ατξύ είμαι ρσμευήπ ρε ασςό και 

f (x)<0  για κάθε 
2

1
x 0,

e
 και γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ 

2

1
,

e
, ατξύ είμαι ρσμευήπ 

ρε ασςό και f (x)>0  για κάθε x  
2

1
,

e
,παοξσριάζει ςξπικό μέγιρςξ ρςξ 0x 0  

(άκοξ διαρςήμαςξπ) ςξ f 0 0  και ξλικό ελάυιρςξ ρςξ 
2

1

e
 ςξ 

2

2

1
f e

e
. 

 

3. Για κάθε x 0 ,  είμαι 
1

f ΄́ (x) 0
x

 και επειδή η f  είμαι ρσμευήπ ρςξ 0 

ρσμπεοαίμξσμε όςι η f  είμαι κσοςή ρςξ 0 , .  
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Έρςω όςι σπάουξσμ ςοία ρημεία ρσμεσθειακά ςα 1 1A x ,f x , 
2 2B x ,f x , 

3 3x ,f x  ςηπ fC . Σόςε 
2 1 3 2

2 1 3 2

f x f x f x f x

x x x x
 ( Ι ) 

 

Η f  ικαμξπξιεί ςιπ ποξϋπξθέρειπ ςξσ Θ.Μ.Σ. ρε καθέμα από ςα διαρςήμαςα 1 2x , x  και 

2 3x , x ,  ξπόςε θα σπάουει έμα ςξσλάυιρςξμ 1 1 2x , x  ςέςξιξ, ώρςε 

2 1

1

2 1

f x f x
f

x x
 και έμα ςξσλάυιρςξμ 2 2 3x , x  ςέςξιξ, ώρςε 

3 2

2

3 2

f x f x
f

x x
. 

 

Η ( Ι ) ιρξδύμαμα γοάτεςαι 1 2f f  πξσ είμαι άςξπξ, γιαςί η f (x) 0,  άοα η f  

είμαι γμηρίωπ αύνξσρα, ξπόςε είμαι και "1 1". 

 

4. f(x)+ 1+ x f(x)+ -1- x 0  (ΙΙ). Θεωοξύμε ςη ρσμάοςηρη 

h(x)=f(x)- x-1+   ,  x [0,+ ) , ξπόςε η (ΙΙ) γοάτεςαι h(x) h(1) . Δηλαδή η h  

παοξσριάζει ακοόςαςξ ρςξ 1 πξσ είμαι ερωςεοικό ρημείξ ςξσ πεδίξσ ξοιρμξύ ςηπ και 

είμαι παοαγωγίριμη ρε ασςό. Άοα ρύμτωμα με ςξ θεώοημα ςξσ Fermat θα ιρυύει 

h (1)=0 . Δίμαι για κάθε x (0,+ )   

h (x) f (x) ln x 2 .  

h (1) 0 2 0 2 . 

 


