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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΘΔΤΙΚΗΣ ΚΑΙ ΤΔΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΔΥΘΥΝΣΗΣ 

2ο ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ – ΔΝΔΔΙΚΤΙΚΔΣ ΑΠΑΝΤΗΣΔΙΣ (Κεφάλαιο 1, 2, 3) 

 

 

ΘΔΜΑ Α 

1. Βλέπε ρυξλικό βιβλίξ «Μαθημαςικά θεςικήπ και ςευμξλξγικήπ Καςεύθσμρηπ»,  

ρελίδα 217. 

 

2. Βλέπε ρυξλικό βιβλίξ «Μαθημαςικά θεςικήπ και ςευμξλξγικήπ Καςεύθσμρηπ»,  

ρελίδα 141. 

 

3. 1) Λ, 2) ΢, 

3) Λ, (π.υ εμώ ςα 
x 0

1
lim

x
 και 

x 0

1
lim 2

x
 δεμ σπάουξσμ, ςξ όοιξ ςξσ 

αθοξίρμαςξπ σπάουει.) 

4) ΢, (Αμ θέρξσμε h(x) f (x) g(x) ,ςόςε g(x) h(x) f (x)  και ατξύ ςα όοια 

ςωμ h  και f  σπάουξσμ, θα σπάουει και ςηπ διατξοάπ ςξσπ). 

5) Λ, το σωστό είναι 

x xln x xln x xf (x) x e e (x ln x) x (ln x 1) ,   x>0  

 

 

ΘΔΜΑ Β 

1. Δπειδή ςξ μέςοξ ςηπ διατξοάπ δύξ μιγαδικώμ αοιθμώμ ιρξύςαι με ςημ απόρςαρη ςωμ 

εικόμωμ ςξσπ, έυξσμε: 

MB z 2i ,   MA z 1

 

και 
z 2i MBz 2i

w
z 1 z 1 MA

 

 

2. 
z 2i 1 4i

w 1 2i 1 2i z 2i z 1 2iz 2i z
z 1 2i

 

(1 4i)i i 4 1
z z z 2 i

2i i 2 2
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3. Δπειδή ξι εικόμεπ ςξσ z  ρςξ μιγαδικό επίπεδξ αμήκξσμ ρςξμ κύκλξ με κέμςοξ Α(-1,0) 

και ακςίμα 
5

2
, ιρυύει 

5
z 1

2
. 

Από ςη ρυέρη 
z 2i

w
z 1

 ποξκύπςει: 

z 2i
w wz w z 2i wz z w 2i

z 1
  

w 2i
z(w 1) (w 2i) z    (w 1)*

1 w
 

Άοα 

5 w 2i 5 w 2i 1 w 5 1 2i 5
z 1 1

2 1 w 2 1 w 2 1 w 2
 

 

5 5
1 w 2 w 1 2

1 w 2
 

Άοα ξι εικόμεπ ςξσ w  ρςξ μιγαδικό επίπεδξ κιμξύμςαι ρε κύκλξ κέμςοξσ Κ (1,0) και 

ακςίμα R= 2. 

 

* Δίμαι w 1, διόςι αμ θέρξσμε ρςη δξθείρα ρυέρη
z 2i

  w =  
z 1

, όπξσ w 1, μεςά ςιπ 

ποάνειπ ποξκύπςει 1=-2i (άςξπξμ). 

 

 

ΘΔΜΑ Γ 

1. Δπειδή η f  είμαι ρσμευήπ ρςξ 0x 0  ιρυύει 
x 0 x 0
lim f (x) lim f (x) f (0) . 

 
x 0 x 0 x 0

1 x 1 (1 x 1)(1 x 1)
lim f (x) lim lim

x x(1 x 1)
 

 

x 0 x 0

x 1 1
lim lim

2x(1 x 1) (1 x 1)
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 
x 0
lim f (x) 2 2 x 2 2

x 0

1 1
lim ln(x e) 2 ( )e 2

2 2
 

 

Ποέπει: 

2 2 2 2 2 21 1
2 2 1 0 ( 1) 0

2 2   

άοα 1 και 0 . 

 

2. Για 1 και 0  η ρσμάοςηρη γίμεςαι: 

x

1 x 1
        ,       -1 x<0

xf (x)
1

 ln(x e) 2 e   ,  x 0
2

. 

 

α)
x 1 x 1 x 1

1 x 1
1

f (x) 1 1 x 1 xxlim lim lim
x 1 x 1 x(x 1)

 

 

x 1 x 1

(x 1) x 1 1
lim lim

x(x 1) x 1 x 1

*
 

 

2x 1 x 1

1 1 1
lim lim

( x 1) x 1 x 1 x 1 1
 

 

ατξύ 
x 1

1
lim 1

x 1 1
, 

x 1
lim x 1 0  και x 1 0  

 

* Πξλλαπλαριάζξσμε και διαιοξύμε με ςη ρσζσγή παοάρςαρη ςξσ αοιθμηςή. 
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β) Αοκεί μα απξδείνξσμε όςι η ενίρωρη f (x) 0 , έυει μία ςξσλάυιρςξμ λύρη ρςξ 

διάρςημα (0, ) . Έυξσμε 
1

f (0) 0
2

 και 
21

f (2) ln(2 e) e 2 0
2

, ατξύ 

2 2 2 21 1
e 2 e 2 e 2 e 2 0

2 2
 και ln(2 e) 0 . Δπιπλέξμ η f  είμαι 

ρσμευήπ ρςξ 0, 2  ωπ ρύμθερη ρσμευώμ ρσμαοςήρεωμ και απξςέλερμα ποάνεωμ 

ρσμευώμ ρσμαοςήρεωμ. 

 

Άοα, ρύμτωμα με ςξ θεώοημα ςξσ Bolzano, η ενίρωρη f (x) 0  έυει μία ςξσλάυιρςξμ 

λύρη ρςξ διάρςημα 0, 2 . 

  

γ) Έυξσμε 
1 1

xf (x) xf (x) xf (x)
x x

. 

Δπξμέμωπ 
1

xf (x) xf (x) xf (x)
x

. 

Όμωπ  

x 0 x 0
lim xf (x) lim xf (x) 0 . Άοα από ςξ κοιςήοιξ παοεμβξλήπ και 

x 0

1
lim xf (x) 0

x
. 

 

 

ΘΔΜΑ Δ 

1.  α) 
2 2 2

2x 0 x 0 x 0

f (x ) 1 f (x ) f (0) f (x ) f (0)
lim lim lim x f (0) 0 0

x x x
, 

διόςι 
2

2x 0 u 0

f (x ) f (0) f (u) f (0)
lim lim f (0)

x u
 (θέςξσμε όπξσ 

2u x , ξπόςε όςαμ 

x 0  και u 0). 

 

β) 
2

x 0 x 0

f (2x) 1 f (2x) 1f (2x) 1
lim lim

x x
 

 

x 0 x 0

f (2x) f (0) f (2x) 1 2 f (2x) f (0) f (2x) 1
lim lim

x 2x
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2f (0) f (0) 1 2f (0) 1 1 4f (0)  

διόςι 
x 0 k 0

f (2x) f (0) f (k) f (0)
lim lim f (0)

2x k
 , (θέςξσμε 2x k , ξπόςε όςαμ  

x 0  και k 0). 

 

2. Ιρυύει: 

2 2 2 2f (x) 4f (x) x 3 f (x) 4f (x) 4 x 3 4  

22 2 2f (x) 4f (x) 4 x 1 f (x) 2 x 1   (Ι) 

Δπειδή 
2x 1 0, έυξσμε και f (x) 2 0 και επξμέμωπ η ρσμάοςηρη g(x) f (x) 2  

διαςηοεί ςξ ποόρημό ςηπ, ατξύ είμαι ρσμευήπ και g(x) 0  για κάθε x . Δπειδή 

επιπλέξμ έυξσμε και f (0) 1, είμαιg(0) f (0) 2 1 2 1 0  και επξμέμωπ 

g(x) 0  για κάθε x , ξπόςε 
2g(x) x 1  ή 

2f (x) 2 x 1 . 

Άοα 2f (x) 2 x 1,  x . 

 

3.  α) Έρςω 0 0x ,f (x )  ςξ ρημείξ επατήπ. Η ενίρωρη εταπςξμέμηπ θα είμαι 

2 0
0 0 0 0 0

2

0

x
y f (x ) f (x )(x x ) y 2 x 1 (x x )

x 1
   (ΙΙ) και επειδή 

διέουεςαι από ςξ ρημείξ 
3

0,
2

 θα επαληθεύεςαι από ασςό. Δηλαδή θα ιρυύει 

2
2 20 0

0 0 0
2 2

0 0

x x3 1
2 x 1 (0 x ) x 1

2 2x 1 x 1
 

2 2 2 2 2

0 0 0 0 0

1
x 1 x 1 x x 1 2 x 1 4

2
 

0x 3  

 Για 0x 3  ποξκύπςει από ςη (ΙΙ)  η ενίρωρη  
3 3

y x
2 2

 

 

 Για 0x 3  ποξκύπςει από ςη (ΙΙ)  η ενίρωρη  
3 3

y x
2 2
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β) Έρςω M(x,f (x))  ρημείξ ςηπ fC  με x 0 . Σξ εμβαδόμ ςξσ ςοιγώμξσ ΟΑΜ ιρξύςαι 

με (OAM)

1 1
E (OA) d(M, y y) 1 x

2 2
 και επειδή η ςεςμημέμη μεςαβάλλεςαι 

ρσμαοςήρει ςξσ υοόμξσ έυξσμε 
1

E(t) x(t)
2

. Άοα 
1

E (t) x (t)
2

 και επειδή 

x (t) 2cm / sec , ποξκύπςει όςι ςξ εμβαδόμ μεςαβάλλεςαι με οσθμό 

2E (t) 1cm / sec . 

 

 


